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RkSUMI? 
Soit A un op&ateur Ii&ire continu nilpotent sur un espace de Banach r&e1 ou 
complexe. Nous montrons que pour tout sous-espace invariant &parable M de A, il 
existe un commutant de A dont I’image est dense dans M. 
INTRODUCTION 
Soit E un espace de Banach reel ou complexe et A un opkrateur lineaire 
continu nilpotent sur E. Par sous-espace de E nous entendons un sous-espace 
vectoriel fermC de E. Nous designons par Lat A le treillis des sous-espaces de 
E invariants pour A. Le cornmutant de A est l’ensemble des operateurs 
lineaires continus sur E qui commutent avec A. 
Dans [2] P. Halmos a montre que si E est de dimension finie, tout 
ME Lat A est l’image d’un cornmutant de A. Pour E de dimension infinie 
nous avons montre dans [l] que tout ME Lat A de dimension finie est l’image 
dun cornmutant de A. Dans le present article nous montrons que si ME Lat A 
est separable, il existe un cornmutant de A dont l’image est dense dans M. La 
demonstration est bake sur une decomposition partielle d’un operateur nilpo- 
tent qui est interessante en elle-meme. 
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1. Dl?COMPOSITION PARTIELLE DUN OPkRATEUR NILPOTENT 
Soit A nilpotent d’ordre n, c’est-a-dire A” = 0 et A”-’ f 0. Posons pour 
k entier >0: 
ak( A) = dim[ Ak-‘(E) fl Ker A] (valeur 00 permise) . 
En dimension finie CY~( A) est le nombre de sous-espaces cycliques de 
dimension ak qui interviennent dans une decomposition de Jordan de A. 
Si x E E, nous posons VectA( x) = Vect( x, Ax, . . . , An-ix). 
LEMMA 1. Soit A un up&rateur Gaire continu nilpotent d’ordre n sur 
l’espace de Banach E. Si XE E est tel 9ue An-lx # 0, alors il existe un 
projecteur P commutant avec A et d’image Vect,( x). 
D&nor&ration. Soit u une forme lineaire continue sur E verifiant 
u( Akx) = S,k_, pour 0 < k ,< n - 1 (6 symbole de Kronecker). L’existence 
d’une telle forme lineaire est garantie par le theoreme de prolongement de 
Banach. On verifie alors par des calculs Qlementaires (voir [l]) que l’operateur 
P suivant commute avec A et a pour image Vect,( x): 
P = 2 A”-‘(x@u) A”-‘. 
s=l 
L’operateur x @ u est defini par ( x 8 u) y = u( y) x. n 
PROPOSITION 2. Soit A un op&ateur liniaire continu nilpotent d’ordre n 
sur l’espace de Banach E. Si CY&( A) est fani, alors on a pour (E, A) une 
d&omposition de la forme 
v&ifmnt les conditions: 
q(A) = cri( Bk) pour i 2 k, (cqk_l = 0, 
dim Fk < m et oi( Sk) = ok. Bk) poU?- i < k. 
DLmonstration , Si ak( A) = 0, ce qui implique k > n, la proposition est 
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satisfaite en prenant Fk = (0) et Gk = E. 
Supposons ok(A) > 0 et fini, ce qui implique k ( n. Choisissons x E E tel 
que A”-’ x # 0. Par le lemme 1 on a pour (E, A) une decomposition de la 
forme: 
(E, A) = (Vect,( x), A 1 VectA( x)) @ (E’, A \ E’). 
On a ai = 1 + oi(A( E’) p our i < n, ce qui permet d’achever la demon- 
stration en raisonnant par recurrence sur l’entier ok(A). a 
PROPOSITION 3. Soit A un op&ateur Gaire continu nilpotent d’ordre n 
sur l’espace de Banach E, tel que ar,( A) = m. On peut trouver pour (E, A) une 
suite de d&nnpositims 
(E, A) = (Vect,(e,), AO) @ *** @ (Vect,(er), A,.) @ (Err B,)p 
vf%jant les conditions: 
A”-‘ei # 0 pourtoutentier i 2 0, 
E, = Vect,(e,+l) @ ET+1 pour tout entier r > 0. 
Dbmstration. Soit e, E E tel que A”-’ e0 # 0. Par le lemme 1 on a pour 
(E, A) une decomposition de la forme: 
(E, A) = (Vect,(e,,), Ao) @ (Eo, B,,). 
On a cy,( A) = cr,( A,) + or,( B,,) = 1 + a,(&) = 03, done a,( B,) = 00. 
En prenant e, E E, tel que A”-‘er # 0 et en appliquant le lemme 1 a ( EO, B,), 
on obtient pour (E, A) une decomposition de la forme: 
(E, A) = (Vect,(e,), Aa) @ (Vect,(er), AI) @ (El> Br). 
En poursuivant on obtient une suite de decompositions v&ifiant les condi- 
tions de la proposition 3. w 
PROPOSITION 4. Soit A un up&-ateur lim?aire continu nilpotent sur l’espace 
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de Banach E. Si ME Lat A, alors on a CY~( A 1 M) < CY~( A) pour tout entier 
k > 0. 
Dhonstration. On a Ak-‘( M) fl Ker( A 1 M) G Akvl(E) fl Ker( A), 
d’ok 
CY~(AIM) =dim[Ak-‘(M) nKer(AIM)] 
< dim[ Ak-‘( E) n Ker( A)] = ak( A). 0 
2. SOUS-ESPACES INVARIANTS D’UN OPhATEUR 
LINiAIRE NILPOTENT 
TH~OR~ME 5. Soit A un opirateur liniaaire continu nilpotent d’ordre n sur 
l’espace de Banach E. Si ME Lat A est &parable, alors il existe un commutant 
B de A dont l’image B(E) est dense duns M. 
D&non&ration: Cas a,( A) = 00: Soit ( yj : j E @l) une famille dknombrable 
d’&ments de M telle que Vect( yj: je W) soit dense dans M. On a 
A”yj = 0 pour tout j E M, puisque A” = 0. Pour tout entier j E M, il existe 
alors un cornmutant Dj de A qui satisfait les conditions (notations de la 
proposition 3): 
Dj( ei) = 0 pour i < j, Dj(ej) = yj, Dj(Ej) = (0). 
L’ophrateur B = C(2-jII Djll -‘Dj : j E M) es un cornmutant de A dont l’image t 
contient les yj. 
Gas a,(A) fini: Supposons E de dimension inhie. 11 existe alors un entier 
k tel que ak( A) < 00 et (Ye_ 1( A) = 00. On a alors une d&composition 
(E, A) = (I$, Bk) @ (GkpCk)p 
avec les conditions indiquCes dans la proposition 2. 
(Yk( A ( M) est hi d’aprits la proposition 4, done par la proposition 2 on 
obtient pour (M, A I M) une dkcomposition 
(W Al M) = (Mk> Al Mk) Q (Nk> Al Nk), 
avec les conditions indiqudes dans cette proposition. 
INVARIANT SUBSPACES OF NILPOTENT OPERATORS 181 
On peut &ire pour ( Fk, Bk) et (M,, A ) Mk) des d&compositions de Jordan 
(% Bk) = @ [( Vect*(fj), AJVect,(f,)): j < (ok], 
(Mk, AI Mk) = @ [(Vect,( gj), A)Vect,( gj)): j < ak( A) ok)], 
vkifiant les conditions: 
dimVectA(fj) >, dimVectA(fj+l) pour j < OI~( A), 
dim Vect*( gj) >, dim Vect,( gj+l) pour j<ak(AIM). 
La d&composition de Jordan de ( Fk, E$) a bien la forme indiquke ci-dessus 
car la condition CQ( Bk) = CX~( I+.) p our i Q k entraine qu’il n’y a pas de bloc de 
Jordan de format infkrieur ?+ k x k dans la d&composition de (Fk, Bk). La 
m&me observation vaut pour la d&composition de Jordan de (M,, A ) Mk). 
11 rksulte de la proposition 4 que (Y~( A ) Mk) < cq( A) pour tout i, done en 
particulier pour i > k. Ceci entralne: 
dimVect,(fj) 2 dimVectA(gj) pour j Q crk(Al Mk). 
I1 existe done un cornmutant D de A tel que: 
L’image de D est le sous-espace M, de M. Par la mime technique que 
dans le cas CY,( A) = 03, on peut former un cornmutant D’ de A tel que: 
D’( Fk) = 0, D’( Gk) dense dans Nk . 
Le’opkrateur D + D’ est un 
M. 
cornmutant de A dont l’image est dense dans 
Enfin si E est de dimension finie, ce qui pr6cbde s’applique avec k = 1 et 
6, = N1 = (0). L’opkrateur D est un cornmutant de A dont l’image est M. n 
COROLLAIRE 6. Soit A un opt%-ateur liniaaire continu nilpotent sw un 
espace de Hilbert &parable E. Aloes tout M E Lat A est le noyau d’un cornmu- 
tant de A. 
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Dhonstration. Soit M 1 le sous-espace de E orthogonal i M. On a 
M IE Lat A*, done on peut trouver un cornmutant B de A* dont l’image est 
dense dans M 1 . L’operateur B* est un cornmutant de A** = A et a pour 
noyau M. w 
Nous remercions le r$eree dont les obseroations nous ont permis dhmdliorer 
la prhntation de cet article. 
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